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Resumen
Con el fin de incentivar hacia la investigacion y la innovacion didactica en los diferentes pregrados de
matematicas o licenciaturas afines, se muestran los pasos aplicados para obtener las simetrias de Lie asociadas
a dos ecuaciones diferenciales ordinarias. En términos de los parametros de las ecuaciones de Emden-Fowler
estandar y Emden-Fowler generalizada, se establecen condiciones adecuadas que permitan determinar los
respectivos grupos de simetrias de Lie y, a partir de ellos, obtener respectivas soluciones invariantes para
dichas ecuaciones.
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I.  INTRODUCCION

Usualmente en un curso basico de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) se ensefian métodos para
resolver algunas familias de estas ecuaciones, los cuales consisten en algoritmos basados en algunos cambios de
variable, la estructura y orden de las ecuaciones diferenciales. Por lo general, los estudiantes se acostumbran a
usar estos métodos sin pensar en otras posibilidades de solucién que involucren ideas fundamentadas en otras
ramas de las matematicas, lo cual puede representar una limitacion para estudiantes que pretendan involucrarse
en estudios superiores o para el discurso de aquellos que se quieran involucrar en labores docentes.

Con el animo de incentivar la busqueda de nuevas estrategias para enfrentar soluciones de problemas
en matematicas, consideramos importante que después del curso basico de ecuaciones diferenciales y calculo en
varias variables, los estudiantes tengan la oportunidad de conocer un método que se base en conceptos
matematicos que les conduzca a involucrarse en nuevas ramas de las matematicas y ademas, les permita resolver
la mayoria de las ecuaciones a las que se hayan enfrentado hasta el momento. Es por ello que en este articulo
presentamos, a manera de ejemplo, la aplicacién de la teoria de simetrias de Lie a la blsqueda de soluciones de
ecuaciones diferenciales. Asi mismo, con el espiritu de generar una cultura autodicta en estudios avanzados de
matematica por parte de los estudiantes, en el presente articulo se omitiran las definiciones basicas necesarias,
las cuales el estudiante puede consultar en la bibliografia que se indica en las respectivas secciones del trabajo.
Como es conocido, no existe una teoria global con la que se resuelva cualquier EDO. En los esfuerzos por
encontrar un método global, Sophus Lie, usando una idea propia de la teoria de Galois para polinomios,
construyd una teoria que permite de forma algoritmica resolver ecuaciones diferenciales, con un procedimiento
de integracién general basado en la variabilidad de la ecuacion diferencial bajo la accién de un grupo continuo
de simetrias. Esta idea se fundamenta en construir transformaciones de una ecuacion diferencial en otra de la
misma clase, en tanto al orden y la estructura. Dichas transformaciones forman un grupo continuo de Lie y en
muchos casos, tiene la ventaja de conducir a soluciones exactas.

En el presente trabajo se implementa la teoria de Lie en dos EDO no lineales, que sean conocidas por
sus aplicaciones, para obtener resultados respecto a sus soluciones invariantes. Las EDO elegidas para dicho
proposito tienen aplicaciones en fisica, matematica, astrofisica, quimica, biologia e hidrodindmica.

A continuacion se enumeran las EDO que se estudiaran:

1. y™"(x) = Ax™y™, m, con A, n, m pardmetros reales, que es llamada ecuacion estdndar de Emden-Fowler.
2. y*(x) = ax™y™(y") [, con A, n, m, | parametros reales, que es llamada ecuacién de Emden-Fowler
generalizada.

Varios problemas en fisica, matematica, astrofisica y quimica [1, 2, 3, 4] pueden ser modelados por la ecuacién
Emden-Fowler

y' () +a, )yt (0)y' () + fF()y™ =0, )
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con f y a, funciones reales continuas de variable real y m = 1, 0 constante. Cuando a, (x) = S b constante y
f(x) = 1, la expresion (1) es llamada ecuacién estdndar de Lane-Emden, que es usada para modelar el
comportamiento térmico de las nubes de gas esféricas actuando bajo atracciones mutuas entre sus moléculas [5].
Sien (1),a,(x) = 5 , f(x) = —Ayx™ con b, A, constantes y w nimero real se tiene la famosa ecuacion
generalizada de Thomas—Fermi [6, 7], que puede ser reducida a la forma

(w+2b)—(w+2b)
1-b

y"'(x)—A,(b—1), ym =0 2

Segun [8, 9], la expresién (1) siempre puede ser reducida a la forma

y'(x) =Ag)y™, 3)

usando la transformacion de Kummer-Liouville, con g funcion continua y A constante. La ecuacion (3) es
Ilamada ecuacién canonica generalizada de Emden-Fowler.

Notese que las soluciones para ecuaciones del tipo estdndar de Lane-Emden (1), casi siempre son
bastante problematicas por el comportamiento de la singularidad en el origen, con respecto a f y a,. Para
ecuaciones de ese tipo, en [10] se presentan soluciones analiticas aproximadas y en [11] se obtienen soluciones
usando el Método Analitico de Descomposicién (MAD) [12]. También en [13, 14] se encuentran soluciones de
(1) usando el método de perturbacién homotopica y, en [15], se obtienen soluciones usando el Método
Varacional Iterado (MVI). Otro método presentado en [14, 16] que es bastante potente para resolver ecuaciones
del tipo (3) y (2), es el principio variacional invariante, el cual hace uso de las simetrias variacionales del
sistema, o bien, del grupo de simetrias de Noether o de Lie.

Se considerara en el presente articulo la ecuacion (3), cuando g(x) = x™ ,que es presentada en [4], [17]-[18] ¥
es Ilamada ecuacion estandar de EmdenFowler o ecuacion de Bellman como la denominan otros autores. Asi, la
ecuacion a considerar es

y"(x) = Ax™y™, con A, m, n constantes reales 4)
También seré de interés la ecuacion de Emden-Fowler generalizada presentada en [17]

y"(x) = Ax"y™(y")! con A,m,n, [ constantes reales (5)

En [19] se presenta solo una simetria de Lie para (4) en el caso 3 + m+n 6 # 0y para la ecuacion de Thomas-
1

Fermi: dos simetrias de Lie en el caso g(x) = x 2 y otras dos simetrias de Lie parael casom = —(3 + n).
En [4], [17]-[18], se proponen soluciones de (4) para diferentes valores particulares de ny m. En [17] se
propone una solucion de forma paramétrica cuandom # 1yn = —3 — m. Dicha solucion es

1 -1
x=ac (A £ 2dr+G,)
1 -1
y=bcpr(fA+ ™) ZdT+G,) 6)
conA = imTHa’"“bl‘m. Para (5), en [17] y [20], se proponen bastantes soluciones en casos particulares

para combinaciones de n, m y . Ahora, pretendiendo condiciones generales sobre n,m y [, bajo la condicion
m + | # 1,en[17] se presenta la siguiente solucion:

1
n+2-1 1-1 n+m+1 m+l-1 n42-1
o) ((E22) () | e 0

En este articulo se establecen condiciones adecuadas sobre los parametros que definen a las ecuaciones (4) y (5),
para obtener los respectivos grupos de simetrias de Lie; de manera que los operadores generadores de dichos
grupos conduzcan a soluciones invariantes para las respectivas ecuaciones.
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Los textos cléasicos, sobre la forma como se utilizan los operadores para el calculo del grupo de simetrias de Lie
y se presentan aplicaciones a las ecuaciones diferenciales, son [21, 22, 23, 24]. También destacamos las
aplicaciones presentadas en [25, 26].

I ECUACION ESTANDAR DE EMDEN-FOWLER
En esta seccion se establecen condiciones sobre los parametros m y n de (4), que permitan calcular los
operadores generadores del grupo de simetrias de Lie para (4). A partir de dichos operadores, se establecen
respectivas soluciones invariantes para dicha ecuacion, mediante el uso de la condicion de curva invariante
presentada en la seccion 4.3 de [26], ya que al aplicar el método basado en la reduccion candnica de variables,
aparecen calculos mucho mas complejos. Respecto a las simetrias se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 1. El grupo de simetrias de Lie para la ecuacion estandar Emden — Fowler (4),donde 3 +
m+n=0,3+m+ 2n6=0ymé6= 0,1,es generado por:

n = (Gl b Els

I, = [xz]aa—x + [xy] ;—y. ®)

Prueba. La forma general de un grupo de Lie de un parametro que se admite para (4) esta dado por:
x> x+eX(x.y)+ 0(e?) y y-oy+e¥(x.y)+ 0(e?),

donde € es el parametro del grupo. El campo vectorial asociado con el grupo de transformaciones anterior se
describe por T' = X(x, y)ai+ Y(r, y)ai con X,Y funciones diferenciables en R? Para encontrar los
x y

infinitesimales X (x,y) y Y (x,y), se aplica el operador segunda prolongacion

a

a
F(Z) =+ Y[x] E + y[xx] @: (9)
a la ecuacion (4), se obtiene la siguiente condicion de simetria
Yiey) — Anx™1y™X — Amx"y™" 1Y =0 (10)

donde Y}y, Y, Son coeficientes en I'® dados por:

Y[X] = DX(Y) - nyX(X) =Yy + (Yy _Xx)yx _ny)?n
Yiw) = Dx(Y[x]) — Ve Dx(X)
=Y + (2Y — X ) v + (Y, — 22X, )¥2 — X, 3 (11)
+(Yy - ZXx)yyy - 3nynyx-

donde Dy es el operador de derivada total: D, = 0, + ¥,05 + Yy, 0y, + --. Sustituyendo (11) en (10) se obtiene

yxx + (Zyxy - Xxx)yx + (Yyy - ZXxy)YJ? - nyy)? + (Yy - 2Xx)yxx
=3X, Y Vex — Anx™1y™mX — Amx"y™ 1Y =0 (12)

Al sustituir y ., = Ax™ y™ en la expresion anterior se obtiene

Yer + (2Y% — X )y + (Y, — 2X, )v2 — X, v3 + (Y, — 2X,) (Ax"y™)555
=3X, Y, (Ax"y™) — Anx""1y™X — Amx"y™ Y = 0 (13)

Al agrupar con respecto a 1,y,,v2 y y3 en (13) se tiene

Yoo + (Y, — 2X,) (Ax™y™) — Anx™"1y™X — Amx"y™ 1Y
+(2Yy — Xox — 34X, x™y™ )y, + (Y — 2X,, )v2 — X,y y2 = 0 (14)

Luego analizando los coeficientes respecto a 1, y,, ¥2 y y3 en (14), se obtienen las ecuaciones determinantes:
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Xyy =0, (15a)
Yyy — 2X,, =0, (15b)
—3Ay™x"X,, + 2V, — X = O, (15c)
Ay™ ™My, — Amy™x™Y — 24y X, — Any™ XX + XYy, = 0. (16)
Resolviendo en (15a), se tiene
X =yc;(x) + ¢ (%), (17)

con ¢y, ¢, funciones arbitrarias. Reemplazando (17) en (15b) resultaY ,,,, = 2¢j(x) e integrando se sigue que
Y =y2ci(0) + yes (1) + ¢, (%), (18)
con cs, ¢4 funciones arbitrarias. Al sustituir (17) y (18) en (15c) se obtiene
—3A4y™x"[c; (O] + 2[2yc] (x) + c3 ()] = [y () + c3 ()] =0, 19)

y al derivar en (19) dos veces con respecto a y, se llega a la expresion—3Am(m — 1) y™ 2x"[c,(x)] = 0.
Ahora,como A # 0ym =+ 0,1, entonces ¢, (x) = 0y por (19) se tiene que 2c5(x) — c3(x) = 0; por tanto,

2¢;3(x) — 4 (x) =k, con k, constante. (20)
Reescribiendo (17),(18) y (20), se tiene:

X=c,(X),Y =yc3(x) + c4(x),2¢c5(x) — 5 (x) = ky. (21)
Sustituyendo (21) en (16) y dividiendo por xy en ambos lados de la expression obtenida, se llega a la expresion

Aymx"es ()] — Amy™ x M[ycs(x) + ¢, (x)] — 24y™x™ [} ()]
— Any™x" 7t [c;(0)] + [yc} (x) + ¢} ()] = 0. (22)

Al organizar con respecto a 1, y,y™ 1, y™ en (22) se tiene:

Ay™[x"c2 () (1 —m) — x™(2¢3(x) + nx " ¢, ()] — Amy™ 1x"c, (%)
+yci(x) + c; (x) = 0. (23)

Al analizar los coeficientes 1, y, y™1, y™ en (23) obtenemos

() =cj(x) =0, c§() =0, ()1 —m) — 2cy(x) + nx e, (x) =0 (24)
Usando (21) y (24) obtenemos:

() =xky, + ks (%) = kox? + x(2ks — ky) + k. (25)
con k,, ks, k, constantes arbitrarias y tambien se tiene

x(ky(=3=m—-n)) +k;(-3—m—2n) +k;2+n) —nx"k, =0 (26)
Al analizar los coeficientes con respecto a 1, x, x~en (26) obtenemos:

k,(-3—m—n)=0, k3(-3—-m—-2n)+k,(2+n)=0,nk, =0. 27)

Luego suponiendoen (27) que3 + m + n = 0,3 + m + 2n6 = 0y k4 = 0, se obtiene, de (25), que

k1(2+n)
3+m+2n

k1(1-m)
3+m+2n’

c3(x) = xk, + y (%) = kyx? +x

(28)

Usando (28) en (21) tenemos los generadores infinitesimales
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k1(1-m)
3+m+2n

X =kyx?+x Y=y (xk2 + Kal2tn) ), (29)

3+m+2n
donde k,, k, son constantes arbitrarias, con 3+ m +n =0,y 3 + m + 2n 6= 0. Las dos expresiones anteriores
para X(x,y) y Y (x,y), permiten determiner el grupo de simetrias, ya que el generador infinitesimal es

d d
FZX(X;)’)a‘FY(x;J’)@

gz g Ja@=mNo (L k(24 ) 0
-\ x3+m+2n d0x Xy y3+m+2n dy

1-m d 2+n d
= [x(3+m+2n>a+y(3+m+2n)@]
, 0 d
+k2[x a+xy@]
=k, 00 + k10,

Por lo tanto, los generadores del grupo de simetrias de (4) son los operadores IT; y IT, descritos en el enunciado
de la Proposicién (1); logrando asi el resultado propuesto. 0O

Del resultado anterior, el espacio vectorial generado por IT1, I12 es un algebra de Lie 2-dimensional. EI método
mas usual para obtener soluciones a partir de simetrias, es la reduccion candnica de variables. Pero en las
ecuaciones tratadas en este trabajo, dicho método conduce a calculos muy complejos. Se procedera a construir
una solucion invariante para (4) aplicando la condicion de curva invariante [26], sobre cada uno de los
generadores del grupo de simetrias.

Acorde a [26] y teniendo en cuenta las condiciones de la Proposicion (1), la condicion de curva invariante
respecto al operador IT; adquiere la forma

(1-m)x 1+m)y
' Yo = y - X = 0, (0) X = = .
Q(x y yx) 1 Vxd1 con Ay _(3 +m) Yy (3 +m)
(1+m) 1-m . . . "
Denotando las constantes A, := ——=y B, := , la condicidn anterior se expresa mediante la ecuacion
(3+m) —-(3+m)

diferencial A;y — B,y,x = 0, cuya solucion es

A1 1+m

y(x) = CxB1 = Cx"1-m,conm # 1,x,y > 0 y C constante. (30)

Al sustituir (30) en (4), obtenemos una solucion invariante para y(x), cuando

1

21+ m) )1—m (a+m)
—_— m-1
Ad-myz) X7

= (H)ﬁ, dada por y(x) = (

De manera analoga, a partir de [T, se obtiene la solucion trivial y(x) = 0.
Todo lo anterior se puede resumir en la siguiente proposicion.

Proposicion 2. Una solucion invariante de la ecuacion estandar de EmdenFowler (4),conA # 0,m #
0,ln+m+3=0y3 +m+ 2n # 0,es:
1
T—m (1+m)
y(x) _ (2(1+m) )1 X m1,

A(1-m)?

1

2(14m) )1-’" esté bien definido.

A(1-m)?2

Siempre que (

DOI:10.9790/1813-1002015664 www.theijes.com Page 60



Simetrias de Lie y soluciones invariantes para las ecuaciones de Emden-Fowler ..

1. ECUACION DE EMDEN-FOWLER GENERALIZADA
Con resultados y procedimientos analogos a los de la seccion anterior, en esta seccion se presentan
resultados sobre el grupo de simetrias de Lie y una solucién invariante para la ecuacion de Emden-Fowler
generalizada (5). En tanto al grupo de simetrias de Lie para (5) se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3. El grupo de simetrias de Lie para la ecuacion EmdemFowler generalizada (5), con n,m #
0,l # 0,3yl + m — 1 # 0, esgenerado por el operador

a 1-n-2 a
M, = (x)a t (1+m—1y) 5

Prueba. Aplicando el operador de segunda prolongacion (9) en (5) se tiene
Yiey) — Anx™1y™yi X — Amx™y™ 1y Y — 1Ax”ymy9£l_1)Y[x] =0
y sustituyendo (11) en la expresion anterior se obtiene

Y[xx] + (Zyxy - Xxx)yx + (Yyy - 2Xxy)yx2 - nyyj + (Yy - ZXx)yxx
=3X, Yy Ve — ANX" "Ly X — Amx"y™ Ty, Y (31)

—14xy"y Y, + (Y, — X))y — X, ¥2] = 0.
Al agrupar en (31) con respecto 1, v,, ¥2,v3, V4 VL, Vix ¥ Vs Vsx SE tiene

(Zyxy - Xxx)yx + (Yyy - ZXxy)y)? + y)?(_XJ/J/) + ngl—l) (=lAx™y™Y,)
+y} (—Anxtymx — Amxny™1Y — 1Axy™(Y, - X,) ) (32)
+y D (1Axmy™X,) + (Y, = 2X,)Vex — 3%y VaVix + Yoy = 0

Al sustituir y,,, = Ax"y™yl en (32) y agrupar con respecto a 1, y,, yZ,v3,yL, vt y yt+tt obtenemos

(Zyxy - Xxx)yx + (yyy - 2Xxy)y9? + y??(_ny) + ng—l(_lenmex)
+yt (—Anx"‘lme — Amx™y™ (Y, — X,) + Ax"y™ (Y, — 2Xx))
+y P (1AxT Y X, — 3AX"Y™X,) + Yy = 0 (33)

Luego analizando los coeficientes para 1,y,,y2, y3, vk vty yttt se tienen las siguientes ecuaciones
determinantescon A =0yl # 0,3:

Y, =X, =0, (34q)
Yyy =X =0, (34b)
—my 'Y —nx7' X+ (1 -DY, +(-2)X, =0 (34¢)

Las soluciones de (34a) son Y = ¢;(y) y X = c,(x), que remplazadas en (34b), implican:
Y=ay+a, y X=azx+ a,,
con ag, ay, as, a4 constantes arbitrarias. Sustituyendo (35) en (34c) se tiene
—my a, + ay] —nx " azx + a, ]+ 1 —D[a;] + 1 —-2)[a;] =0 (36)

Derivando con respecto a y en (36) y tomando m # 0 se sigue que a, = 0y por tanto, reescribiendo X, Y en
(35) se tiene:

Y=ayy X= az;x+ a,. 37)
Ademas, (36) queda

—my~a;y] —nx[azx + a,] + (1 — D[a;] + (I - 2)[az] = 0. (38)
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Derivando con respecto a x en (38), nx~2 [a,] = 0y suponiendon # 0 sellegaaa, = 0. Por tanto en (37)
actualizando X, Y se tiene:

Y=ayy X=a3x (39)

Sustituyendo a, = 0 en (38) y organizando, se obtiene —m[a,] — nf[as] + (1 —D[a;] + ( — 2)[as] =
0, que es equivalente a:
_ ( l—n- 2)
h=G\T 1)

conl + m — 1 # 0. Por tanto, los generadores infinitesimales son:

l—-n-2
X=ax y v =a (= )

con a, constante arbitraria. De tal forma, el generador infinitesimal es

0 0 0 l-n—-2 \0
r= X(x.y)a+ Y(x,y)@ = (a3x)a+ <a3 m}/)@
0 l-n—-220

—ty————| = a,IL,.
x6x+yl+m—18y] %'l

=a3

En consecuencia, el grupo de simetrias de Lie para la ecuacién de EmdemFowler generalizada, es generado por
el operador I1; que aparece en el enunciado de la proposicion. 0O

La simetria hallada no se encuentra en la literatura, se procede ahora a construir una solucién invariante usando,
el operador I1; de la Proposicion (3) que se acabd de probar.

Segun [26] y la Proposicién (3), la condicion de curva invariante en el operador I1,, tiene la forma:

l—n-2
QCy.y) =N =y Xy =0conXy =x y ¥, =———,
que plantea una ecuacién cuya solucidn para y es
y(x) =Cx%1conCyA; = % constantesy x,y > 0. (40)
Sustituyendo (40) en (5) se obtiene
Ay (A; — DCxA172 — ACT™H AL x!Ar-D+Aamn — ¢, (41)
NoGtese que los exponentes de x en (41) son A, —2 =-— % = —pylA4i -1+ mi;+n =
1+2,+n .
- = —p, asi tenemos que (41) es de la forma:
l+m-1
xP[A;(A, —1)C — AC™AL] = 0. (42)
Multiplicando en (42) por xP se tiene
A, (A, —1)C —AC™AL =0 (43)

Luego, considerandoquel + m — 1 # 0 podemos despejar C en (43):

- Ai'l(Al) ﬁ _ A%‘l _Ai_l ﬁ
A A
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male1 (l—n—z)l_l(m+n+1)
_ l+m—-1 l+m—1

= 1 ,

siempre y cuando el radical quede bien definido.
De lo anterior y (40), se consigue una solucion invariante para (5), en términos de n,m, [, dada por

l—n—2>1_l(m+n+1 ) l-n-2

y() = (l+m—1 Al-m—-1

Se puede resumir todo el proceso en el siguiente resultado

Proposicion 4. La ecuacion Emden-Fowler generalizada (5) tiene la solucion invariante

1

y(x) = (( l—n—Z)l_l ( m+n+1l)))m xrr:-r;:i' (44)

l+m-1 A(l-m—

con n,m = 0,1 # 0,3,x,y > 0, satisfaciendol —n—2 # 0yl +m —1 # 0, siempre y cuando la
expresion quede bien definida por los parametros m,n y I.

Observaciones: La solucion invariante de la Proposicion 4 que es calculada con el uso de la simetria IT, es
exactamente la solucion presentada por [17] y aparece en (7), con la salvedad de que en [17] no se presentan
ninguna de las restricciones que se hacen necesarias.

IV. CONCLUSIONES

En la discusion anterior, se mostrd en detalle los pasos aplicados para obtener las simetrias de Lie
asociadas a dos ecuaciones diferenciales ordinarias. Mediante las Proposiciones 1 y 3, se han determinado los
respectivos grupos de simetrias de Lie para las ecuaciones (4) y (5); ademas de especificar las condiciones
necesarias para que los generadores de los respectivos grupos de simetrias, conduzcan a las soluciones
invariantes presentadas en las Proposiciones 2 y 4. El objetivo propuesto se ha logrado, se espera sea Util como
complemento e incentivo hacia la investigacion para estudiantes de pregrado. Cabe resaltar ademas que, la
simetria presentada para la Ecuacién de Emdem-Fowler generalizada (5), no se encuentra en la literatura, a pesar
que permite establecer la misma solucion presentada en [17], que corresponde la expresion (7). El paso natural
para abordar en trabajos futuros, es el calculo de las respectivas leyes de conservacion para ambas ecuaciones,
usando las simetrias ya calculadas y el calculo de los respectivos grupos de equivalencia de dichas ecuaciones.
Lo anterior, permitiria hacer una clasificacion preliminar para cada uno de los respectivos grupos de simetrias y
asi poder comparar con las simetrias obtenidas.
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